STATIKA

1. A mechanika felosztasa

A legaltalanosabb felosztas: a mozgéasok leirasat jelentd kinematika valamint a mozgés
megértését keresé dinamika, amely a nyugalom, vagyis a statika és a mozgasok tervezését
lehetéve tevd kinetika részekbdl all.

Kinetika
(mozg6)

2. Altalanos fogalmak
2.1 Az anyagi test fogalma

Az anyagi testet kontinuumnak tekintjiik, ami azt jelenti, hogy az anyag a test alakja
altal kijelolt teret folytonosan tolti ki. A legegyszeriibb az az anyagi test, amelynek alakja a

mozgas soran nem valtozik. Az ilyen testet merev testnek nevezziik. Merev test esetén a test
barmely két pontjanak a tavolsaga alland6: AB=4ll.

A [9Y:) B

2.2 Az anyagi pont fogalma

Az anyagi pont olyan kisméreti m tomegli anyagi test, amelynek a legnagyobb
geometriai mérete a mozgas palyajahoz képest elhanyagolhatd. fgy példaul a Naprendszer
bolygdi anyagi pontoknak tekinthetok.

2.3 A mozgas fogalma

Az anyagi test mozgasan annak egy merev testhez rogzitett koordinata-rendszerhez,
egy un. vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitott helyzet- ill. helyvaltoztatasat értjiik.

megfigyelt
test

vonatkoztatasi rendszer



2.4 Az er6 fogalma

Erének nevezziikk két test egymasra gyakorolt hatdsat, ha annak kovetkeztében a
testben mozgésallapot-valtozas vagy alakvaltozas kovetkezik be.
Jele: F, mértékegysége N (kN, MN, GN).
Két test egymasra gyakorolt hatasa létrejohet kozvetlen érintkezéssel vagy érintkezés nélkiil.
Kozvetlen érintkezés esetén felszini erdkrdl beszéliink. Az érintkezés torténhet:

- egy feliilet mentén — feliilet mentén megoszl6 erérendszer (p [N/m?])

==

- egy ¢l mentén — ¢l mentén megoszlo erérendszer (p [N/m] ).

—=—

- egy pont mentén — koncentralt erd
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Ha a két test egymasra gyakorolt hatdsa kozvetlen érintkezés nélkiil jon létre, akkor
tomegerdrdl vagy térfogati erérdl beszéliink.
Az er6t harom adat jellemzi: nagysag, értelem ¢és hatasvonal, azaz az eré vektormennyiség:
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tamadaspont  értelem hatasvonal

Egy testre egyidejiileg tobb erd is hathat. Az egyugyanazon testre hatd erdk Osszességét
erérendszernek nevezziik.

2.5 Erok osszevonasa ill. felbontasa osszetevokre

A Newton-féle szuperpozicio-elv alapjan az erdk felbonthatok, illetve 6sszegezhetok:
- két, az erével k6zos sikban fekvd (nem parhuzamos) hatasvonal iranyaba.

- harom, nem egy k6z0s sikban fekvd hatasvonal irdnyéba.

Az er6 sikbeli felbontasa:

Fx ésF, az F erd skalar komponens-ei az x és az y tengely iranyaban.
Az erd felirasa: F = F, 1+ Fy ] vagy oszlopvektor formajaban (matrix):



2.6 Erok osszeadasa szerkesztéssel:

[hosszlépték] [er 61épték]

szerkezeti dbra vektorabra

3. A statika alaptételei

A mechanika - hasonldan a tobbi természettudomanyhoz - axidomait megfigyelések és
tapasztalatok alapjan allitotta fel.

1. alaptétel: Newton III. axioméja, az akcid-reakcio elve, amely kimondja, hogy két testnek
egymasra gyakorolt hatdsa mindig egyenld egymadssal €s ellentétes értelmii.

v
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2. alaptétel: a testre hatdo két erd akkor és csakis akkor van egyensulyban, ha a két erd
hatdsvonala k6z0s, nagysaga azonos és értelme ellentett.

KT 6=k

3. alaptétel: kozos tdmadaspontu erdrendszer mindig helyettesithetd egy vele egyenértékii
egyetlen erdvel, az ered6vel. Az eredd erd:

E=E,+E,+Es=) E,
Az ered6 tamadaspontja megegyezik a kdzos tamadasponttal.

4. alaptétel: (csak merev testre igaz!) merev testen tamado erdrendszer hatasa nem valtozik, ha
hozzaadunk vagy elvesziink beldle egy masik, 6nmagéaban egyensulyban 1év0 erérendszert.

A tétel kovetkezménye: merev testen tdmadod erdk hatasvonaluk mentén eltolhatok, azaz a
tamadaspontnak nincs jelentdsége.

5. alaptétel: (kapcsolatot teremt a statika €s a szilardsagtan kozott) ha barmilyen szilard test a
rahat6 kiils6 erok hatasara alakvaltozast szenved, majd ismét nyugalomba kertil, akkor ebben
a deformalt allapotaban helyettesithetd egy vele egyezd alaka merev testtel.



4. A kényszerek

A testek mozgasat sokszor kotottségek korlatozzak. A leggyakoribbak a geometriai
kotottségek, amelyek esetén a testek egy adott merev nyugvo feliileten vagy gorbén
mozoghatnak.

Kényszernek nevezziik a mozgast gatldé elemeket, vagyis mindazokat a kapcsolatokat,
er6hatasokat, amelyek egy test mozgasat korlatozzak vagy megakadalyozzak.

Azokat az erdket, amelyeket a testre a kényszerek fejtenek ki, kényszereréknek vagy
reakciderdknek, a testet terheld ismert eréket pedig aktiv erdknek nevezziik.
A kényszerkapcsolatokbol, a lehetséges elmozdulasokbol kovetkeztetni lehet a
kolcsonhatasként jelentkezd kényszererdkre.
A kényszerek targyalasakor feltételezziik, hogy az érintkezo testek feliilete tokéletesen sima.

4.1 A kényszerek fajtai

1. A megtamasztés: olyan kényszer, amelynél a testet egy masik testre helyezziik.

elmozdulas

90°

Ix

elmozdulas

Miutéan az érintkezd6 feliiletek tokéletesen simak, ezért a kozos érintdsik iranydban nem Iép fel
erd - igy tehat a test ebben az iranyban el is mozdulhat - emiatt a feliiletek egymast
kolcsondsen a kozos normalis irdnydban nyomjak. Vagyis a megtamasztasnal fellépd
kényszererd mindig normalis iranyu.

Jelolése:

%

K
A megtamasztas 1 ismeretlent jelent: az erd eldjeles nagysagat.

2. A sikcsukl6: olyan kényszer, amely az egyik testnek egy masik testhez rogzitett csap koriili
elfordulasat teszi lehetové.

4

Miutéan a csuklé csak tengely koriili elfordulast tesz lehetové, elmozdulast pedig nem, ezért a
kényszererd a tengelyre merdleges sikban helyezkedik el, és atmegy a csukl6 geometriai
kozéppontjan.

17 Kx )
L. %A
Jele: Ky

A sikcsukld 2 ismeretlent jelent: egy sikbeli erd eldjeles nagysagat és iranyat.

3. A befogés: olyan kényszer, amely egy testet a megfogas helyén mereven rogzit a helytalld
kornyezethez.



7 F

Miutén a befogas nemcsak elmozduléast, hanem elfordulédst sem tesz lehetéve, ezért a fellépd
sikbeli kényszererdn kiviil egy nyomaték is ébred a kényszer hatdsaként. Ebbdl kovetkezik,
hogy a befogas barmilyen tetszéleges erdrendszer atadasara alkalmas ill. barmelyik
erorendszerrel képes egyensulyt tartani.

Jelolése:

"

A sikbeli befogas 3 ismeretlent jelent: egy sikbeli erd irdnyat, nagysagat €s egy nyomatékot.

Ky

4. A rud: Osszetett kényszer, amelyet stlytalannak tekintiink. Alakja lehet egyenes vagy
sikgorbe. A rad csak akkor tekinthetd kényszernek, ha csak a végein kap terhelést. A csak a
végein terhelt rad akkor lehet egyensulyban, ha a kényszererd radirdnyd. Rudirdny: a rad két
végpontjat 6sszekotd egyenes.
A rud egy olyan test, amelynek az egyik mérete (a hossz menti) 1ényegesen nagyobb a masik
kettonél (a keresztmetszetnél).

K F

A rud 1 ismeretlent jelent: az erd eldjeles nagysagat.

5. A kotél: a kényszerként alkalmazott kotél stlytalan, nytjthatatlan és tokéletesen hajlékony.
A kotélben ébredd kényszererd mindig kotéliranyll. Az egyensuly feltétele, hogy a kotél huzott
legyen.

Jele:

A kotél 1 ismeretlent jelent: a huzderd nagysagat.

5. Az ero statikai nyomatéka

Amikor két, egymashoz csavarkotéssel rogzitett lemeznél a csavaranyat villaskulccsal
meghuzzuk, a villaskulcsra haté F erd forgatd hatast valt ki. Ennek a forgatohatasnak a
mértéke egyenesen ardnyos az erd nagysagaval és az erd hatdsvonalanak a forgasponttol mért
tavolsagaval.

Vizsgéaljuk meg mindezt altalanosan. Legyen adott egy O pont koriil elforgathatd
lemez. Miikodtessiink rajta egy F erdt. A lemez az erd hatasara elfordul.
Altalanosan kimondhatjuk: az elfordulas sikja az erdvektor és a pont altal meghatarozott sik,
az elfordulas tengelye pedig az O ponton atmend, a sikra merdleges t-t tengely.
Tehat az erd forgatd hatdssal rendelkezik. Az eré forgatd hatdsat a statikai nyomaték méri.
Ennek mértékéiil az



M=F -k
szorzatot vezetjiik be, ahol:
M: az F erd t tengelyre vett statikai nyomatéka
k: az erd karja (a t tengely és az erd hatasvonala kdzotti normaltranzverzalis)
Az er0 statikai nyomatékanak mértékegysége: Nm.
Alkalmazott eldjelszabaly: az a nyomaték pozitiv, amely feliilr6l nézve az 6ramutaté jarasaval
ellenkezd értelemben forgat. (A jobbmenetli csavarnal a rogzités negativ, az oldas pozitiv
forgatonyomatékkal torténik.)
A statikai nyomatékot nemcsak tengelyre, hanem pontra is szamithatjuk.

A t tengely O pontjara szdmitott nyomatékvektora:
M=rxF.

Az M vektor az r és F vektorok sikjara merdleges ugy, hogy r, F és M jobb sodrasu
koordinatarendszert alkot. A nyomaték nagysaga: [M|=|F|[r| sinp=F - k.
A vektorszamitas az eré nyomatékanak forgatoértelmét egyértelmiien meghatarozza.

A tengelyre és a pontra vett statikai nyomatékok kozott kapcsolat all fenn, miszerint: a
t tengelyre vett nyomaték az O pontra vett nyomatékvektornak a t tengelyre esd vetiilete. A
pontra vett nyomaték zérus, ha az eré hatdsvonala d&tmegy a ponton. A tengelyre vett nyomaték
zérus, ha az er6 hatdsvonala metszi a tengelyt, vagy parhuzamos a tengellyel.

Nyomatéki tétel:

Az erd valamely pontra szamitott nyomatéka egyenlé a komponensek ugyanezen
pontra vett nyomatékanak 0sszegével.
Masképpen: egy erérendszer ereddjének nyomatéka a sik barmely pontjara ugyanakkora, mint
az er6k ugyanazon pontra vett nyomatékainak 0sszege.
Az O pontra vett nyomatékvektor:

i ] k
=rxE=|x y 0=
F. F, 0
=(x-F-y-F)k
De: a komponensekkel pFk

Igy: teht a nyomatéki tétel igaz.

6. Az eropar

Két egyenld nagysagl, parhuzamos hatasvonali és ellentétes értelmii erdbdl allo
erérendszert eréparnak nevezziik. A két parhuzamos erd sikot hatdroz meg, ez az erdpar sikja.

t



Ha az erOpar egy olyan merev lemezen hat, amely a sikjara merdleges t tengely kortil
elfordulhat, akkor az er6par a merev testet a forgastengely koriil el fogja forgatni, vagyis az
eropar forgatoOhatassal, nyomatékkal bir. Hatdrozzuk meg az erdpart alkot6 erdknek a
nyomatékat az O ponton atmend, az erdpar sikjara merdleges t tengelyre:
M=Fa+F(k-a)=Fk

F: az egyik er6 nagysaga, az erépar alapja
k: az erépart alkoto két er6 merdleges tavolsaga, az erépar karja
Ha a nyomatékot egy masik tengelyre irjuk fel:

d

d
M=F (atk) -Fa=Fk — természetesen ugyanazt az Osszefliggést kapjuk. Az
eredménybdl két fontos megallapitast tehetiink:
- A nyomaték nagysadga nem fiigg az a mérettdl, vagyis nem fligg a forgastengely helyzetétdl
— az erdpar nyomatéka a sikjara merdleges valamennyi tengelyre ugyanakkora.
- Az er6par nyomatékat az egyik erdnek és az er6k merdleges tavolsaganak szorzata adja:
M=Fk.

Tehat az erdpart a sikja és a nyomatéka jellemzi. Az eldz6ekbdl kovetkezik, hogy az erdpart a
sajat sikjadban parhuzamosan elcsusztathatjuk, elforgathatjuk, ill. a sajat sikjaval
parhuzamosan is eltolhatjuk. Bizonyitas nélkiil is belathatd, hogy az erOpar forgatd hatdsa a
sikjara merdleges barmely tengely koriil valtozatlan marad.
Ha ugyanazon sikban, vagy parhuzamos sikokban hat6 két erdpar nyomatékanak Osszege
zérus, akkor a két erOpar egyensulyban van. Ebbdl kovetkezik, hogy ha ko6zos sikban vagy
parhuzamos sikokban mikodé két er6par nyomatéka egyenld, akkor a két erdpar egymassal
egyenértékli. Az egyenértékiiségbdl kovetkezik, hogy az erdparnal sem az erdnek, sem a
karnak kiilon-kiilon nincs jelentdsége. A kettd szorzata, a nyomaték a fontos jellemzo.
Mindezekbdl kovetkezik, hogy az eréparnak harom meghatarozé jellemzdje van:

- sikjanak allasa

- a forgat6 hatas, a nyomaték értelme

- a nyomaték nagysaga.
Tehat az erépar egy vektorral jellemezhetd. Az er6par nyomatékvektora az erépar sikjanak
normalvektora iranydba mutat. Nagysaga: F-k. Ertelmét ugy vessziik fel, hogy a nyilbél nézve
a forgasnak az 6ramutato jarasaval ellentétesnek kell lennie (jobbmenetii csavar).

Miutan a nyomatékvektor egyértelmiien megadja az erdpart, ezért a statikdban koncentralt
eréparokkal foglalkozunk, ahol F és k értéke 1ényegtelen, csak M a fontos. Ertelmezésénél
fogva az erdpar nyomatékvektora nem kotott vektor-szemben az erdvektorral-, hanem szabad
vektor, ui. a tér barmely pontjahoz hozzarendelhetd.

Az erfparok nyomatékvektorai az erdvektorokhoz hasonldan, a vektoralgebra szabalyai
szerint 9sszegezhetdk: M=M,+M,

Az erdpar, hasonldan az er6hoz, 6nallo terhelés. A testeket tehat erdk és erdparok terhelhetik.



6.1 Kozos siku ero és eropar eredéje

Tétel: K6zos sikban fekvo erd és erdpar mindig helyettesithetd egyetlen erdvel, vagyis
a kozos siku erd és erdpar ereddje egyetlen ero.
Ennek igazoléasa a kovetkezd abran lathato:

centralis egyenes

A merev testre Fk nyomatékt erOpar €s a test 4 pontjaban az erépar sikjaval parhuzamos F erd
hat. Feladat az adott erérendszer ered6jének a meghatarozasa. A megoldas 1épései:

1. Az Fk nyomatéku erépart parhuzamosan eltoljuk az 4 ponton atmend sikba, és itt
helyettesitjiik Fx = Fk erOparral.

2. Ezt az Fx erdpart - az abranak megfelelden - az adott F erd hatdsvonalaba tugy toljuk el,
hogy az erdpar két ereje koziil az adott F eré hatdsvonalaba az F erdvel ellentétes értelmi erd
keriiljon.

3. Az A4 pontban a két F nagysagu er6 egyensulyt tart. Ezek a negyedik alaptétel értelmében
elhagyhatok, igy ereddiil egyetlen F eré marad parhuzamosan eltolt helyzetben. Az eltolas
mértéke: x =F; - k/F.

Az erd eltolasakor olyan helyzetbe keriil, hogy az eltolt hatasvonali F er6 az adott 4 ponton
atmend ¢és a sikra merdleges tengely koriil ugy forgat, mint az adott Fk nyomatékt erdpar
forgatott. A szabalyt igy fogalmazhatjuk meg:

Az er6 ¢€s a vele parhuzamos siku erdpar ereddje egyetlen erd, éspedig az adott erdvel
egyez0 erd, parhuzamosan eltolt helyzetben; ennek az eltolt helyzetli eronek a nyomatéka a tér
barmely pontjara egyenld az eredeti erdrendszer (az 4 ponton atmend erd €s az erdpar)
ugyanerre a pontra szamitott nyomatékaval.

Az eltolt helyzetben 1év6 eredd eré hatasvonalat centralis egyenesnek nevezik. Igy a szabaly
masképpen is fogalmazhatd: Egy erd és vele parhuzamos siki erépar ereddje egyetlen erd,
amelynek hatasvonala a centralis egyenes (a centralis egyenes: a végsO redukalas
eredményeként kapott egyetlen erd hatasvonala).

A feladat megforditasa az er6 athelyezése, redukalasa: Ha az er6t onmagaval parhuzamosan U
helyzetbe toljuk el, akkor mell¢je tarsul egy erépar. Az eltolt helyzetii erének és az eréparnak
egylittes hatdsa azonos azzal a hatassal, amit az eredeti er0 az eredeti helyén fejt ki a merev
testre.

Redukalas:




Helyezziik at az A pontban hat6 F er6t az O pontba.
Eredmény: az O pontban az F er6 ¢és egy M = Fk erdpar, amely az eredeti (4 pontbeli) F erével
azonos értelemben forgat O pont kortl.

7. Erérendszerek vizsgalata

A statika a merev testek tartds nyugalmi helyzetének feltételével foglalkozik. A testek
egyensulyat mechanikai kényszerekkel biztositjuk, ui. a test az aktiv erdk és a kényszererok
hatdsara lesz nyugalomban.

7.1 Kozos metszéspontu erok egyensulya

A ko6z06s tamadaspontu (vagy k6zos metszésponti) n erébol allo erérendszer ereddje (a statika
3. alaptétele alapjan):
n

= ) E=E,+E,+ ..+

1

o
:I}‘I'I

R= R,i* R j*+ Rk

R,= Zin=in
R,= ZFyFZYi
R,= Zin=ZZi

Nyilvan:

Vezessiik be:

X X XN n
Fy1_ Y1 I:y2= Y2 I:yn_ Yn
I:21_21 F22=ZZ anzzn

jeloléseket.
Az egyensulyi erOrendszer egy specialis erdrendszer, amelynek hatasara a testek

mozgasallapotaban nem kovetkezik be valtozas (Newton 1. axiomaja). Egyensulyi erOrendszer
esetén az eredo erd zérus: R=0.
R= ) X,=0

A felirhat6 3 skalar egyenlet:
R,= Z Y,=0 egyensulyi egyenletek

R,= ) 2,50
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7.1.1 Két er6 egyenstlya

A maésodik alaptétel szerint a testre hatd két erd akkor és csakis akkor van
egyensulyban, ha a két er6 hatdsvonala k6zos, nagysaga azonos ¢s értelme ellentett.

7.1.2 Harom eroé egyenstlya

Héarom erd egyensulyat visszavezetjiik két er6 egyensulyara, ezért a harom erd koziil
tetszOleges kettét az ereddjével helyettesitjiik. Viszont a harmadik alaptétel szerint két erd
csak akkor helyettesithetd egyetlen erdvel, ha a két er6 metszi egymast, azaz kozos sikban
vannak. Ez esetben az eredd is ugyanebbe a sikba esik. Evvel az eredével a harmadik er6 csak
ugy tarthat egyensulyt, ha az ereddvel kozos sikba esik, vagyis ha a harmadik er6 is az el6bbi
két erd sikjaban fekszik.

Hérom erd egyensulyanak elso feltétele tehat, hogy a harom erd egy k6zos sikba essék.

Eldszor az F, és F, erdk ereddjét hatdrozzuk meg. Az eredd vektorat a vektorharomszog adja,
¢és az eredd keresztiilmegy a két erd M metszéspontjan. Egyensuly csak akkor lehet, ha F;
kozos egyenesbe esik az Fj, ereddvel, és Fs; ugyanakkora csak ellentétes értelmli mint F,,
vagyis F3 = - Fip. A vektorharomszog Fi, vektoranak helyébe az Fs-at rajzoljuk. Lathato,
hogy egyensuly esetén a vektorharomszog folytonos nyilfolyammal zarodik.
Tehat harom erd egyensulyanak feltételei:

1. hatdsvonaluk egy pontban metszédik

2. vektorharomszogiik zarodik és folytonos nyilfolyamu
¢és ezekbdl kovetkezden hatasvonaluk k6zos sikban van

7.1.3 Négy ero6 egyenstlya

Adott: egy er0 nagysaga, iranya, értelme és vele kozos sikban 1€vé harom erd
hatdsvonala. Feladat: a harom adott hatdsvonalon miikddd erék meghatarozasa gy, hogy a
kapott négy erd egyensulyban legyen. A feladat egyértelmlien nem megoldhato, vagyis
hatdrozatlan, ha mind a négy eré kdzds ponton megy keresztiil. Ha csak harom eré megy at
egy koz0s ponton, a negyedik kiilonallo erd, akkor nem lehet egyenstly.

7.1.3.1 Culmann-féle szerkeszto eljaras
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A négy erd egyensulyat harom erd egyensulyara vezetjiik vissza:

F+F, +F,+F=0 FE+FEp+F=0 F.=8

Az F; és F, er6k ereddjérdl azt tudjuk, hogy dtmegy az 1 és 2 hatasvonal metszéspontjan, de
az igy maradt harom erd egyensulyanak feltétele tobbek kozott a kozds metszéspont, igy Fio-
nek az F és F; metszéspontjan is at kell mennie, igy ismertté valik az F;, eredd hatdsvonala, az
un. segédirany. A kapott harom erdvel megszerkesztve a zar6dd, folytonos nyilfolyamu
vektorsokszoget, F;, F, és F3 meghatarozhato.

A modszer alkalmas egy erdé harom sikbeli komponensre torténd felbontasara is.

7.1.3.2 A Ritter-féle szamito eljaras

Jeloljiik ki két-két ismeretlen erd hatdsvonalanak metszéspontjat. Az igy kapott pontok (P,
P,, P3) a vonatkozd erdk fopontjai. Pl. a P, fépont az F, eré fopontja. Irjuk fel a nyomatéki
egyensulyi egyenleteket a fopontokra illeszkedd, a szerkezet sikjara merdleges tengelyre. Pl.
F, er6 meghatdrozasa:

D M=f-F+f,F,=0
(R,) ;
T

2
Az eljaras elonye, hogy a felirhatd egyenletekben csak egy ismeretlen van, a kiszdmitandé erd.

=> F2 ‘F

8. A sulypont

A Foldon 1évé valamennyi testre a Fold vonzasabol és forgasabol szarmazd erd hat.
Mivel ez a hatés a test minden elemére kiterjed, igy egy térben megoszld erérendszert alkot,
amely - a Fold kozéppontjanak nagy tavolsdga miatt - parhuzamos, fliggéleges irdnyu elemi
erokbdl all. Ennek a parhuzamos erérendszernek az ereddje a test sulya, amelynek hatasvonala
a test stlypontjan megy keresztiil.
Tehat a sulypont a sulyerd rendszer kozéppontja, azaz az ered6 tamadaspontja.

8.1 A silypont szamitasa

y f[dm_ffdm

e Jdm m

ahol ry a stulypont helyvektora. (m a test tdmege, r a dm tomegelem helye)



Homogén tdmegeloszlasu testek esetén (p = all.) a stlypont helye (dm = p dV):

fr dm f[ pdv J[ dv _ZLiVi

BT Tam T [pav | lav

jx av Zx v,
v
fy dv Zy V.
S lav
Jzav Zz v

* lav

A test szimmetriasikjai mindig &tmennek a sulyponton.

A sulypont koordinatai:

Sikidomok sulypontja:

Jraa 2 rA,
* [da
A sulypont koordinatai a sikidomhoz kétott koordinatarendszerben:

_Ixda ZxA

* [da  Za

lyaa Zy A
T

_Jzda TzaA

* [da  TA

A sikidom szimmetriatengelyei mindig atmennek a sulyponton.

Néhany sikidom sulypontja:

- Haromszog: az oldalfelez6k metszéspontja, ill. a magassag harmada (az alaptol).

12

- Négyszog: az AC atlo berajzolasaval nyert két haromszog stlypontja S1 ¢és S2, a BD atlo
behuzasaval nyert két haromszogé S3 és S4. Az S1S2 és S3S4 egyenesek sulyvonalak, igy

metszéspontjuk a négyszog sulypontjat adja.

- Trapéz:
b al2 al2

b/2 | b/2 a



- Sokszdg: a legegyszeriibben haromszogekre bontassal hatarozhatd meg.

A Xs= %R s(in o
R
7a4,s—>
4 XS

Félkorlap esetén: xs=4R/(3m)

Vonalak sulypontja:

Crd Zr,|,

[

A sulypont koordinatai:
Jx di Zx,lI
Cla T m
f ydl Xy,
T
zd 2z,|l

[

Néhany vonal stlypontja:
- Egyenes vonaldarab: a felezOpontban van.
- Koriv: a szogfelezd sugaron van.

A XS=RSOiLnOL

L Xs |

Félkoriv esetén: x,=2R /=
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Az egyszerii részekbdl §sszetett homogén test, sikidom, tértvonal sulypontjanak kiszamitasi
menete:

1. Célszerlien valasztott koordinatarendszer felvétele

2. Az Gsszetett test, sikidom, tortvonal felbontasa egyszerti részekre

3. A részek sulypontjainak meghatarozasa

4. Behelyettesités a megfeleld képletbe

5. A kapott sulypont berajzoldsa az dbraba

9. A surlodas jelenségének vizsgalata
9.1 A nyugvasbeli és a mozgasbeli surlodas. (Coulomb siarlodas)

A kényszerek targyaldsanal az egymassal érintkezd testek felszinét teljesen simanak
tekintettilk. Ennek megfelelden a megtamasztasnal a tokéletesen sima feliiletek egymast
kolcsondsen a kozos normalis irdnydban nyomjak. Az érintdsikban nincs kdlcsonhatas. A
feltevést azonban csak kozelitden tudjuk megvaldsitani, mert a valdésagban a testek felszine
kisebb-nagyobb mértékben mindig érdes. A felszinek ilyen fizikai allapota miatt az egymassal
¢érintkezd testek az érintOsik irdnyaba esé elmozdulassal szemben is ellenallast fejtenek ki. Ez
a jelenség a surlodas.

Ha a vizszintes sikra helyezett testre csak G sulyerd hat, a test egyensulyban marad,
akar érdes a test, akdr sima. Ha a sulyerén kiviil egy vizszintes F erd is hat, akkor az
tokéletesen sima érintkezési felszinek esetén elmozditand a testet. A valdsagban - az érintkezé
felszinek érdessége miatt - az F er0 hatdsara fellépd surlodas miatt a test egyensulyban
maradhat.

F
——

7
/G Z

Nem "nagy" F er0 esetén a testet a nyugvasbeli surlodo erd tartja egyensulyban (S = F). Ha F
nagyobb a lehetséges surlodo erdnél, a test mozgasnak indul. A mozgas folyaman 1ép fel a
mozgasbeli surlodas. Azaz besz€lhetlink nyugvasbeli és mozgasbeli surlodasrol. Ha a két
érintkezo feliilet pontjai egymashoz képest nem mozdulnak el, akkor nyugvasbeli sturlédasrol
van sz0, ha elmozdulnak egymashoz képest, akkor mozgasbeli surl6dasrol beszeliink.

Az Osszefliggések tisztdzasara végezziink egy egyszeri kisérletet. A vizszintes alapon nyugvo
siklemez kozepére merev testet helyezziink. Ezutan a lemezt A pontja koriil fokozatosan
emeljiik.

S —
A test a lemezen egy darabig a lemez ddlése ellenére nyugalomban marad. Ha azonban a
lemez hajlasszoge egy meghatdrozott o értéknél nagyobb, a test a lemez alkotta lejton
megindul, ¢és lecstszik. (Ha a lemezre egy masik merev testet helyeziink, akkor a p, hatarérték
altalaban megvaltozik.)

Rajzoljuk meg a lejtét o < p, helyzetben, amikor a G sulyu test még nem csuszik le a lejton,
tehat még egyensulyban van.
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A testre hat6é egyenstlyi erdrendszer a G stlyer6bdl és a vele kozos hatasvonall, egyezd
nagysagu, ellentétes értelmti K er6bdl all. A K kényszererd lejtéiranyt koordinatajat S-sel
(surlédo erd), normalis irdnyl koordinatajat pedig N-nel (normalerd) jeloljiik.
Az egyensulyi egyenleteket a lejté és a normalisa iranyaba irjuk fel:

S-Gsina=0 — S=Gsina

N-Gcecosa=0 — N=Gcosa
a két egyenletbdl: S=Ntga

Egyensuly addig van, amig a lejté hajlasszoge nem 1épi tal a p, hatarértéket, azaz o < p, .A
testet a lejté iranydban egyensillyban a surlodé eré tartja. Ertéke a lejté hajlasszogével
emelkedik, de csak az N tgp, értékig, mert amint a lejtd hajlasszoge a p, hatarértéket atlépi, a
test mozgésnak indul.

Osszefoglalva: A test nyugalmi helyzetében is ébred surlodas, az un. nyugvasbeli strlodas.
Ilyenkor a surlodd erd nagysdga éppen akkora, amekkora az egyenstly biztositasdhoz
sziikséges, de nem lehet egy meghatarozott értéknél nagyobb: S< N-tgp, , ahol: tgp, = S™/N
= W, a nyugvasbeli strlodas tényezdje. A p, szog a feliiletek érdességére jellemzo.
Meghatarozasa az elobb emlitett lejtokisérlettel torténik. A lejtd hajlasszogét addig noveljiik,
amig a rahelyezett test épp az elmozdulas hatarhelyzetébe keriil. Igy: S < p,N

A surlédo erd ilyen modon vald szamoldsa Coulomb-tdl szarmazik. Ebben az értelemben
szokas Coulomb-féle surlodasrol beszélni.

A mozgasbeli sirlédas

Ha a lejtd hajlasszoge tillépi a p hatart, a test a lejton lecsuszik. Az ilyenkor fellépd
mozgasbeli surlédod erd a két test relativ sebességével ellentétes értelmii. Nagysaga fligg a
normalis erdtdl, a feliiletek fizikai allapotatol, a mozgés sebességétol. (Ha két szaraz - kenés
nélkiili - érdes felillet mozog egymason, akkor a sebességtdl fiiggetlen surlodd erdvel
szamolhatunk.)

Ebben az esetben a kényszererd két komponense kozotti sszefiiggés: S = uN
ahol: p a mozgasbeli surlodasi tényezd.

9.2 A surlodas vizsgalata szerkesztéssel

A feliilet érdességét a szamitd eljarasokban a p ill. p, tényezdvel jellemezziik, a

szerkesztd eljarasokban pedig a strlodas kiipjaval, amelynek fél csucsszoge p ill. p,:

- Nyugvasbeli surlodas esetén egyensuly csak akkor lehetséges, ha a kényszererd az érintkezés
normalisa koriil 2p, csucsszoggel szerkesztett surlodasi kup palastjan beliil marad
(S<Ntgpo).

- Az elmozdulés hatarhelyzetében a kényszererd a kup palastjara illeszkedik, azaz valamelyik
alkotoval esik egybe (S = N tgp,)
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- Mozgasbeli strlodas esetén a reakcio mindig egybeesik a surlodasi kup palastjanak valamely
alkotdjaval (S = N tgp).

Az Onzaréas feltétele

Megallapitand6, hogy a rajzolt szerkezet milyen k = k, karhosszusadg mellett lesz
onzaro. Onzaras esetén a k, vagy annal nagyobb karon barmekkora eré miikddhet, a bilincs
nem mozdul el.

\/‘Lr—/

a./ Megoldas szerkesztéssel: a bilincs lefelé akar elcsiszni, a surlédoerd iranya csak a rajzolt
lehet. Az elmozdulas hatarhelyzete miatt a reakciok a sz€lsé alkotokkal esnek egybe.
Az F er0 hatasvonala at kell menjen a kényszererok hatdsvonalainak metszéspontjan.
Ebbdl a feltételbdl a k, kar hossza meghatarozhato.

b./ Megoldas szamitassal:
Ni-N,=0 — N;=N — S§;=S5,=poN

Mo N1+ o N -F=0 (2)
2EMi(A4)=po N d+Noh-(ko,+d/2)F=0 3)
(2) -bol F=2p,N

(3) -ba beirva a kapott 6sszefiiggéseket, €s N-nel egyszeriisitve:
Bod+h-2poko-3pd/2=0 — h-2p. k=0 — k,=0.5h/p,

9.3 A kotélsurlodas

Egy kotél a kozépponti szognek megfelelé iven nyugszik érdes hengerfeliiletre
hajlitva. Teljesen sima hengerfelszin esetén a kotél a nagyobb erd iranyaba megesuszik. Erdes
felszinnél viszont a henger és a rafesziilé kotél kozott surlodd erdk ébrednek, amelyek a
mozgast gatoljak, esetleg meg is akaddlyozzadk. Az elmozdulds hatardn, az egyensuly
hatarhelyzetében a kotél két dgaban hatd erdk kozotti 6sszefliggés:

ahol
Lo : a surlddasi tényezo a kotél és a henger kozott
a : a felfekvo kotélkeriilet kozépponti szoge [rad]
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9.4 Gordiilo ellenallas

Vizsgaljunk egy gordiilé kereket. Barmely forgéastestnek sik feliileten valo
gordiiléséhez sziikséges kovetelmény az, hogy ébredjen surlodas, ill. surlédo erd a test €s a sik
kozott. A gordiild kerék bizonyos mértékig belapul, és benyomodik az érintkezd feliiletbe. Igy
az elméletileg keletkez6 koncentralt reakciderd helyett egy megoszlo reakcio-erOrendszer
keletkezik, amelynek ereddje f tavolsdggal eltolodik a haladds irdnydba a kerék
kozépvonalahoz képest. Ez az f a gordiil ellenallas karja [m]. Ertéke kisérletileg allapithatd
meg.

G+E+K=0

N-G=0

F-S=0

Nf-Sr=0=> f=Sr/N elmozdulés hatdrhelyzetében

crcr

fellép egy ellenallas, az un. gordiil6 ellenallds. A kerék gorditéséhez a tengelyen F vizszintes
er6t alkalmazunk:

Az elmozdulas hataran: Gf-Fr=0=[1 M(A)

innen: F=G f/r azalegnagyobb erd, amelynek hatdsara a kerék még éppen nyugalomban
marad. Nagyobb sugar esetén kisebb a gorditéshez sziikséges F erd.

A kerék egyenletes gordiiléséhez M nyomatéka erdpart alkalmazunk:

N M=fN A nyugalom feltétele: N f>M
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10. Sikbeli racsos szerkezetek

A k6z0s ponton tamado sikbeli eréknek igen fontos gyakorlati példaja az egyszeri
racsos szerkezet. Ilyen szerkezetek terhek hordasara, erdk felvételére szolgalnak, mint pl. a
racsos hid, a racsos darutartd, a racsos tetdszerkezet, a racsos oszlop stb. Az egyszerli racsos
szerkezetet végeikkel csukldsan kapcsolddo egyenes rudakbol allonak vessziik.

A racsos szerkezeteket a kovetkezo feltevések alapjan targyaljuk:

- A racsos szerkezetben a rudak végei teljesen sima (surlodastalan) csuklokkal kapcsolodnak
egymashoz.

Valamennyi rad tengelye k6zos sikban fekszik.

A szerkezetet terheld erdk csakis a csomopontokban hatnak, és hatasvonaluk beleesik a
szerkezet sikjaba.

A szerkezetet egyensulyban 1év0 erdk terhelik.

A rudaknak a terheléskor bekovetkezd hosszvaltozasatol eltekintiink, vagyis a rudakat a

raderd meghatarozasakor merevnek tekintjiik.

A réacsos szerkezet rudjait, mivel azok csak végeiken, a csukldkon terhelt egyenes rudak, csak
radirdnya hazo, vagy nyomoderdk, az Un. raderdk terhelik. A racsos szerkezet statikai
vizsgélata éppen ezen raderdk meghatarozasabol all. A kovetkezOkben a megtamasztas
szempontjabol statikailag hatdrozott egyszerli racsos szerkezetekkel fogunk foglalkozni. Az
egyszerl, statikailag hatdrozott racsos szerkezetekben a rudak szdma (m) és a csuklok szama
(n) k6zott mindig fennall az
m = 2n-3
Osszefiiggés.

10.1 Csoméponti médszer

A racsos szerkezet ruderdinek meghatarozasara szolgéald egyik eljaras az egyes csuklok
csapjanak, vagyis az egyes csomoépontoknak az egyenstulyabol indul ki. Az eljarast roviden
csomoponti mddszernek nevezik. A modszer a csomoOpontban dsszefutdé minden egyes rad
hatdsat a csuklora a ruderdvel helyettesiti, €s ilyen modon minden csomdponton a kiilsé
eroknek ¢és a ruderdknek egy-egy rendszerét allitja eld. Ezekben a kézds ponton tamado
sikbeli erdrendszerekben a kiils6 erdket teljesen ismerjiik, a ruder0knek azonban csak az
iranyuk ismeretes, nagysagukat és értelmiiket éppen az erdrendszer egyensulyabol fogjuk
megallapitani. A meghatarozas térténhet szerkesztés vagy szamitéas utjan. Szerkesztés esetén a
kozos ponton tdmadd erdrendszer egyensulyat zarodd vektorsokszog fejezi ki, és a
vektorsokszog zarddasaval két ismeretlen hatarozhaté meg. Ez most igen fontos megallapitas,
mert utasitast ad munkéank berendezésére: a szerkezet vizsgalatat csakis olyan csomoponton
kezdhetjiik el, ahol a szerkezet két radban végzodik, a vizsgéalat alda vont tovabbi
csomopontokban pedig az ismeretlen raderdk szama legfeljebb kettd lehet. Az egyszertii racsos
szerkezetek esetében ezeknek a megszoritd feltételeknek mindig eleget lehet tenni, ilyen
szerkezetek ruderdi tehat a csomoponti modszerrel mindig meghatarozhatok.
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10.2 Atmetszé médszer

Olyan esetben, amikor nem valamennyi, hanem csak egy vagy néhany ruderd értékét
kell meghatarozni, eldnyosen alkalmazhatd az atmetszé modszer. Természetesen a modszer
ismételt alkalmazasaval a racsos szerkezet valamennyi ruderejét is meghatarozhatjuk. Az
eljaras Iényege a kovetkezo:
képzeletben atmetszéssel a racsos szerkezetet két fliggetlen részre vagjuk. Az atmetszést ugy
kell végezniink, hogy a vizsgalni kivant rudat talalja és még két rudat gy, hogy a harom rud
hatdsvonala ne egy pontban metszddjon, vagyis 0sszesen harom rudat metsziink at. (Sikban
harom egyensulyi egyenletiink van, és ebbdl legfeljebb harom ismeretlen hatdrozhaté meg). A
képzeletben elvagott részek az elmetszett rudakban ébredd erdkkel és a rajuk hatéd kiilsé
terheld erdkkel egyiitt egyensulyban vannak. Az ismert kiilsé erdk ereddjét konnyen
meghatarozhatjuk, az elmetszett harom radban ébredd erdk iranya ismert, igy a feladat négy
er6 egyensulyara vezethetd vissza. Megoldhato szerkesztéssel (Culmann moddszer) vagy
szamitassal (Ritter eljaras).

11. Igénybevételek
11.1 A fesziiltség fogalma

A tartokra hato erdket két csoportra bonthatjuk. A szerkezet 6nstlya, a kiilsé hatasokbol
szarmazo6 er0k, azaz a terhelés, valamint a reakciok alkotjak a kiilsé erdket, ill erérendszert,
amely egyensulyi, azaz:

XF=0 es ZrxE)+IM=0
Beszélhetlink belsd erdkrdl is, amelyeket akkor kapunk meg, amikor a tartét valamelyik
keresztmetszete mentén gondolatban kettévagjuk. Az elvagott keresztmetszetben egy feliilet
mentén megoszlo erérendszer mikodik, - amely a masik tartorész hatdsanak a kovetkezménye
- ami biztositja a tartorész egyensulyat. Ennek a keresztmetszet feliiletén megoszld belso
erérendszernek a fajlagos értéke, az erdintenzitas-vektora a fesziiltség, amely tehat a
keresztmetszet 1 m’-ére hatd belsd eré: p [N/m?]. Ennek ered6jét a keresztmetszet
sulypontjaban igénybevételnek nevezziik. A tartok méretezésénél mindig az igénybevételek
meghatarozasara toreksziink.

11.2 Az igénybevétel definiciéja és meghatarozasa

Keressiik egy rad alakt tartdé egyik kijelolt keresztmetszetének az igénybevételét.
Evégbdl a rudat az eddigiek szerint a vizsgalando keresztmetszet mentén két részre vagottnak
képzeljik.

Az elhagyott bal oldali rudrészre hatdé erdrendszernek a megmaraddé rad elvagott
keresztmetszetének stulypontjaba redukalt vektorkettése:[F;Ms ].Ha pedig a jobb oldali
erérendszert redukaljuk az S pontba, akkor a kapott [E';Ms' | -re fennall a hatas-ellenhatas
torvényénél fogva: F = - F' és M =- M'. Ezt az F(F') eredd er6t és az M(M') nyomatéka
erdpart nevezziik a keresztmetszet igénybevételének.

Altalaban tehat: Egy keresztmetszet igénybevételén a keresztmetszet egyik oldalan 16vé
erérendszernek a keresztmetszet sulypontjaba vald redukaltjat értjilk. (Ez egyenértékii a
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keresztmetszet mentén miikodo belsd, megoszlo erdrendszernek a keresztmetszet stlypontjaba
szamitott ereddjével.)

11.3 Az igénybevétel fajtai

Bontsuk fel az F és M vektorokat a koordinatatengelyek szerinti 6sszetevokre (vagyis
a keresztmetszet sikjaba eso és arra merdleges komponensekre):
F=Xi+Yj+Zk es M=Myi+Myj+Mk
Az erdérendszer redukaltjat tehat hat tényezd jellemzi. EbbOl harom egy-egy erd, melynek
kozos tamadaspontja a keresztmetszet sulypontja, hatasvonaluk pedig azonos a felvett
koordinatatengelyekkel. A masik harom egy-egy erdpar, melyek az x, y és z tengely koriil
forgatnak. Ha az 6sszetevok koziil csak egy nem zérus, akkor alap igénybevételrdl beszéliink.

Alapigénybevételek:
1. Ha csak az X # 0, azaz az erd a keresztmetszet sikjara merdleges, akkor az igénybevétel
htzas, ill. nyomas (X = N).

[

2. Hacsak az Y # 0, vagy csak Z # 0, vagy egyik sem zérus, vagyis az eredd a keresztmetszet
sikjaba esik, akkor az igénybevétel nyiras (Y =V ill. Z=V).

AN

3. Ha csak az My # 0, azaz az eredd erOpar a keresztmetszet sikjara merdleges tengely kortil
forgat, akkor az igénybevétel csavardas (My=My).

<=

4. Ha csak M, # 0, vagy M, # 0, azaz az erOpar a keresztmetszet sikjaba esd tengely koriil
forgat, akkor az igénybevétel hajlitds (My =M, ill. M, = My).

T

Y

11.4 Az igénybevételi abra

A tartd hossztengelye mentén abrazolt alap igénybevételeket igénybevételi abraknak
nevezziik:

|

Mh

Mt

T
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11.5 Eléjelszabaly

Az igénybevételi abrak rajzolasakor kovetkezetes eldjelszabalyt kell betartanunk. Az
eldjelnek fiiggetlennek kell lennie attél, hogy az abrak rajzolasat balrdl vagy jobbrol kezdjiik.
Az alkalmazott eldjelszabaly:

+

balrol jobbrol ball  jobbrol
N - -
Mh Q:Q C />
M e ] —

A pozitiv el¢jelll mennyiségeket mindig az adott igénybevételi abra zérus vonala f61¢ mérjiik,
mig a negativakat ala.

11.6 Osszefiiggés a terhelés és az igénybevételek kozott

av S x
o p(x) integralva: V' =V, + J;P(x)dx
(ahol ¥, anyirderd kezdeti értéke) (x = 0) adodik.
amM . . (
= —V(x) integralva: M= M, - :[ V(x) dx

adodik, ahol M, a hajlitonyomaték kezdeti értéke (x = 0).

A fenti 0sszefliggések az un. Zsuravszkij tételek.

Mindezek alapjan, ha az adott tartot terheld egyenstlyi erérendszert ismerjiik (a rendelkezésre
allo egyensulyi egyenletekbdl az ismeretlen reakcioeréket meghataroztuk), akkor a tartd
terhelésének ismeretében integralassal megkaphatjuk a V  nyirderé abrat, és ebbdl -
ugyancsak integralassal - a hajlitbnyomatéki abrat.

Ahol a tarton koncentralt erd hat, ott a koncentralt erd iranyanak megfeleléen - ha a tarton
balr6l jobbra haladunk - felfel¢é mutatondl pozitiv, lefelé mutatondl negativ iranyu szakadas
keletkezik a nyirderd dbraban. Ennek a nagysaga a koncentralt erd értéke.

Ha a tartd valamely keresztmetszetében koncentralt er6par miikodik, akkor ezen a helyen a
nyomatéki abrdban szakadas keletkezik. A szakadds nagysdga a koncentrdlt erOpar
nyomatékanak értéke. Pozitiv irdnyu az ugrds, ha - a tarton balrdl jobbra haladva - a
koncentralt erdpar nyomatéka a megmarado tartorészekre pozitiv.
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A p(x), V(x) és M (x) fiiggvények kozotti differencialis kapcsolat:

P(X ) V(X ) M (x)
0 0 allando
allando# 0 linearis
allando linearis masodfokt parabola
linearis masodfoku parabola | harmadfoku parabola
stb.
A paraboldk tengelye a ridra merdleges iranyu

dM (x
dx
hajlitonyomaték - M . = |M

~—

Ahol = —V(x) =0, ott a hajlitbnyomatéknak helyi szélsdértéke van. A maximalis

- helyét tehat ott kell keresni, ahol a V é&bra metszi az

max|

alapvonalat (szakaddassal is), vagy ahol koncentralt erépar terheli a tartot.

12. Csuklos szerkezetek

Csuklokkal kapcsolodo egyenes rudakbol allo szerkezetek, amelyek tetszéleges helyen
kaphatnak terhelést. A rudakat 6sszekotd csuklok a radvégektdl eltérd helyen is lehetnek.

Csuklos szerkezetek esetén a reakciderok meghatarozasa szuperpozicioval vagy
részekre bontassal torténhet.

12.1 Haromcsuklos szerkezetek (bakallvany)

"Haromcsuklos" a szerkezet, ha van olyan csukld, amelybdl kivéve a csapot a
szerkezet két kiilonallé merev testre esik szét.

a a a
] F,
al4 R M

o =30 ° P

(g]

2a

Ebben a feladatban a C-vel jelolt csuklo ilyen. Kivéve a csapot az AC merev test (AC-rud) és
a BC merev test (BC-rud) fliggetlenek lesznek egymastol.

A szuperpozicid elve szerint, ha a szerkezetre miikodé 1-es aktiv erérendszerrel az
A1 ¢és B reakcioerdk tartanak egyensulyt, €s a szerkezetre miikodo 2-es aktiv erérendszerrel
az Ap és B reakciderdk tartanak egyensulyt, akkor a szerkezetre egyidejiileg miikodo 1-es és

2-es aktiv erdrendszerrel egyensulyt tartd reakciderok:
A=A1+A2; B=Bj+B2.



13. Példa a racsos szerkezetre

Jelolések: A rudakat szamozzuk, a csomopontokat nagy betiikkel jeloljiik.

c 4 £ R
a 1 ] 3 ] 5 i 2
=]
Fa B
2a 2a
|
A példa adatai:
a =1m F1=4kN F2=6kN
1. A reakciderérendszer meghatarozasa.
Az egyensulyi egyenleteket:
FXE-AX+F1=0 (D)
FyEAy-F2+B=O 2)
M =B4a-F 2a-F.a=0 3)

M, =F,2a-F a- Ay.4a =0 4)
A 4 egyenletbdl csak 3 fliggetlen!
Az (1)-b8l: A =F, =4kN;
4

a (4)-bol: A, = %_%: 2 kN.

y

a (3)-bol: B= 4 kN;

A (2) -sel ellendriziink: 2-6+4=0=0.

2. A rader0k meghatarozasa csoméponti modszerrel

A csomoponti modszer azt jelenti, hogy az egyes csomopontokra mitkodo erdk
egyensulyabol hatdrozzuk meg a raderdket.

a) Megoldas szerkesztéssel
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Mindig két kiilon dbra van: a szerkezeti abra, amelyen a csomopont és a csomopontban
Osszefutod rudak kézépvonalai - a raderdk hatdsvonalai - vannak, és a vektorabra, amelyen az
eromértéknek megfelelden Osszegezziik az erdket, és amelynek az egyensuly kifejezéseként
folytonos nyilfolyammal zar6dni kell.

Egy csomopont egyensulyabodl legfeljebb két ismeretlent tudunk meghatarozni, ezért mindig
olyan csomdpont egyensulyaval kell foglalkoznunk, amelyben legfeljebb két ismeretlen van.
Esetiinkben kezdhetjilk az 4 vagy a B csomoponttal. Az A-t valasztjuk. A vektordbrahoz
felvessziik az erémértéket:

I cm =+ x kN

Az "A" csomoOpont egyensulya

A szerkezeti abra - (a. abra). Ismert az Ay és A, ismeretlenek az S; és S, ruderdk. A
vektorabran (b. abra) az Ay és A, ereddjével (A) tart egyensulyt a két ismert irdnya S; és S, -
az A, kezdbépontjabdl a 2-es az Ay végpontjabol az 1-es raddal huzunk parhuzamosat,
metszéspontjuk kijeloli nagysdgukat. Iranyitdsukat az adja meg, hogy a vektorabranak
folytonos nyilfolyammal kell zar6dni. Ezutan berajzoljuk a kapott iranyitasokat a szerkezeti
abraba - itt 0jbol megrajzoltuk, hogy vilagos legyen a szerkesztés menete (c. abra). Az S; erd
nyomja a csomopontot - azaz a csomoOpont nyomja a rudat, tehat az 1-es rad nyomott. A
nyomott rudakban ébredd erdket negativ jellel jeldljiik. (Ilyenkor a szerkezeti abraba rajzolt
"csukloerd" a csuklod felé mutat. Végiil leolvassuk a vektorabrabol a raderdk értékeit az
erdmérték segitségével. Itt a 45°-0s szogek miatt tudjuk a pontos értékeket: S; = 2,83 kN, S,
= 6 kN. A 2-es rud hizott.

A kovetkezd csomopont kivalasztasa: A D csomdpontban ismert az F, és S,, de nem ismert az
S3, Ss és Se, igy ide nem johetiink. Ezért a C csomodponttal folytatjuk.

A "C" csomopont egyensulya

A leolvasott rader6 értékek: S; = 2,83kN, S4=4 kN.
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A "D" csomoOpont egyensulya:

A leolvasott rudero értékek: Ss=5,66 KN  Sg=4 kN.

Az "E" csomOpont egyensulya:

S, E S, E R
S S. S
° la) S[CJ 7

2

S, Ss

A leolvasott rader6: S;= 5,66 kN.
Ez részben mar ellendrzés, hiszen csak egy ismeretlen van, az S7, és ezzel zarddni kell a
vektorsokszognek. Ha nem zarddik azt jelenti, hogy valamit elrontottunk az eddigiekben.

A "B" csomdpont egyensulya:

Se
S,
B 5, B
Ss
B
)

(0) b

Ez teljes egészében ellendrzés, hiszen minden erdt ismeriink, a vektor abranak zarddni kell.

b) Megoldas szamitassal

Ugyanebben a sorrendben az egyes csomopontokra mukodd erdket berajzoljuk -
MINDEN rudat HUZOTTnak tekintve, és csomopontonként két-két (x €s y iranyu) egyensulyi
egyenletet felirva két-két ismeretlen rader6t ki tudunk szdmolni.

Az "A" csomoOpont egyensulya

~A +S,+8,c0545° =0



A, + S sind5° =0,

ezekbél: S, =-2+/2kN,(nyomott)  S,=6kN (huzott).

A "C" csomopont egyensulya

C Sa
S
S3

-S,c0s45%+ S, + S,c0s45° = 0
-S,5in45° - S,5in45° = 0,
ezekbdl: S;=2 J2 kN S, = - 4 kN (nyomott).
A "D" csomoOpont egyensulya

Sy S,

-S, - S5c0845° + S.c0s45° + S, =0
S,sind5° + S,sin45° - F1 =0
ezekbdl: S, =4 2 kN S, =4 kN

Az "E" csomoOpont egyensulya

=S, - S5c0545° + F, + S,c0s45° =0
- Sssin450 - S, sin45° =0
mindkett6b6l: S, =-4 2 kN.

A "B" csomodpont egyensulya
(mindkét egyenlet ellendrzésre szolgal)

- S, +S,c0845° =0
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B, + S7sin45O =0 (Mindkét egyenlet azonosan teljesiil.)

3. Az 5-0s ruderd meghatarozasa atmetszd modszerrel

Az atmetsz6 modszer: Egy feliilettel (a rajz sikjaban vonallal) ugy vagjuk el a szerkezetet,
hogy:

1. a szerkezet két kiilon részre esik,
2. harom rudat vagunk &t és
3. a hdrom rad nem futhat k6z6s csomopontba.

o 4 | g R
a 1 3. 7
D
2 5
A J ﬂ
HH FE BQ
2a 2a

A kétfelé vagott szerkezet egyik felét megtartjuk, és e rész egyensulyabol hatdrozzuk
meg az atvagott rudakban a ruderdket.

Ennek elvi alapja: ha egy raderdvel terhelt rudat elvagunk, a vagasi feliileten az
elhagyott rész hatdsat potolva éppen a ruderének kell miikddni, hogy a megmaradt rész
egyensulyban legyen.

a) Megoldas szerkesztéssel

Az ismert kiils6 erdket (B ¢és F;) helyettesitjiik az ereddjiikkel hatasvonalaik M;
metszéspontjaban, majd Culmann szerkesztéssel meghatarozzuk a harom adott hatdsvonala
erd nagysagat €s iranyitasat.




28

b) Megoldas szamitassal

Az ismeretlen raderdket huzottnak tételezziik fel, berajzoljuk, és felirunk harom
egyensulyi egyenletet:
- nyomatéki egyenlet az £ csomopontra:
B.a-S,a=0 ebbdl Sg =B =4kN;
- y iranyu egyensulyi egyenlet:
-S,sind5°+B=0  ebb8l  S;=B~2=42kN,
- Az x iranyu egyenletb6l S, = -4 kN.
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